Kapitola 9

Funkce vice proménnych

9.1 Vektorovy prostor nad télesem R
Bud d € N,d > 2. Prostorem R? rozumime vSechny mozné d-tice realnjch ¢isel, tzn.
R? = {(z1,29,...,2q); z; €R, i=1,2,...,d}.

Prvky RY se znaéi rtizné: tuéné x, se Sipkou &, nebo se pise x = (21,22, ...,24) € R%
Z linearni algebry vime, ze R? je vektorovy prostor nad télesem R. S¢itani definujeme
pro libovolné Z, 7 € R? vztahem

— —

TFY = ($1+y17$2+y2,---,$d+yd)
a nasobeni ¥ prvkem A € R
AT = (Ax1, Az, ..., Axyg).

Pak (R?% +) je Abelova grupa s nulovym prvkem 0 = (0,0,...,0). V analyze
ztotoziiujeme prvky z R? s vektory z RY.

Na R? nemame souéin(tak jako v R ¢ C), ktery by z R? vytvoril algebraické téleso.
Zobecnénim soucinu v R dostavame skalarni soucin, ktery nepfifadi dvéma prvkim
z R? prvek z RY, ale é&slo.

Definice. Skalarni soucdin
Bud Z, 7 € R?, pak skaldrnim sou¢inem 7 a i rozumime

Foy=(59) =z
i=1
(vlastnosti skaldrniho sou¢inu) Plati

(Sl) Vfl7f2ageRdava7ﬁ€R (Oé.’f’l—l—ﬁ_é,g):Oé(fl,g)‘i’ﬁ(f%g),
(82> Vfl,fQ € Rd (fla _’2) = (£27f1)7
(S3) vz € RY (Z,Z) >0 anavic (&%) =0« &=0.
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Dikaz. Plyne z definice skaldrniho souéinu a vlastnosti R. Definujme zobrazeni |- |g :
R? — R{ (tzv. Eukleidovskd norma v RY) predpisem

Véta 9.1 (|Z|g splituje vlastnosti normy)

Plati

(N1) vz e R? Zlp >0al|f]lp=0< F=0,
(N2) vZe R4 VA €R M| 5 = |\|Z| 5,

(N3) VZ,j € R? 7+ yle <|Z|e + |¥]B,

(N4) Schwarzova nerovnost (&, 9)|e < |ZEelYE-

Diikaz. Vlastnosti (1) a (2) plynou z definice (Z,%) a (S3). Nyni ovéfme (N4). Je-li
i = 0, pak snadno
(#,0) = (#,040) = (#,0)+ (#,0) = (#,0)=0.
Je-li 7 # 0, pak |7] # 0 a plati
(Z,9)

(7, 7)*
19| £

19

2
0 < (& + 15, & + 1) = |73 + 24(, 7) + 211% = ( ; t|g|E> T8l -

2
E

Volime-li ¢ tak, ze %? + t|g]g = 0, pak dokazované tvrzeni dostaneme po tpravé

a odmocnéni. Jsou-li ¥ a ¥ linedrné nezavislé, pak pro vSechna t € R je & 4ty # 0
a proto je nerovnost ostra. Jsou-li ¥ a ¥ linearné zavislé, tak & = sy a plati vzdy
rovnost
R RN 2 |-
(@ )] = (s7,9) = |s]lglE = |Z|ely]e.
Zbyva dokazat trojihelnikovou nerovnost. Vyuzijeme-li (S1), mame

—

);
&+ 3% = (&) + 2(Z,5) + (5.9) < [@% + 22 plile + |91E = (7] + §16)*,
coz dava nerovnost (3).

Pozorovani 1. Ukazte, Ze skaldrni soucin je invariantni vzhledem k otoceni(které je
reprezentovano matici @, pro kterou plati QQT = I).

Reseni. Vektory &,% se zobrazi do vektort I*,y* a vyuZitim symetrie matice @)
dostaneme

(@, %) = (QF, QY) = L) Qists Qi =
=3 QuiQirtnts = Sshyrts = yrrr = (7, %) = (Z,7).

Pozorovini 2. Bud %, € R4 |ZF|p = |§]lg = 1. Pak vhodnym pootodenim lze
ztotoznit ¥ s vektorem (1,0,0,...,0) a vektor ¥ umistit do roviny dané vektory
—_———

d
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(1,0,0,...,0) a (0,0,...,1). Pak (Z,7)

= y; = cos¢, kde ¢ je thel svirany vek-
tory ¥ a ¢. Pro libovolné dva vektory u,v

pak médme —— - == = cos¢ neboli
S S e lile |l
(u, V) = |t| g|U|E cos ¢.
Pomoci normy lze definovat vzdalenost(neboli metriku)
distg (Z,7) := |¥ — §|e-
Véta 9.2 (vlastnosti vzdalenosti)
Plati
(M1) VE, i € RY dist(Z,7) > 0, distp(Z,7) = 0 < & = 7,
(M2) Vi, 7 € RY dist 5 (Z, 7) = distg (7, T),
(M3) Vi, 7,z € RY distz(Z, 7) < distg(Z, 2) + distg(Z,7),

Diikaz. Plyne z analogickych tvrzeni pro normu ve vété 9.2.

Zobecnéné struktury
Pre-Hilberttv prostor neboli prostor se skalarnim soucinem je jakykoliv vektorovy
prostor H, na kterém je definovano zobrazeni(bilinearni forma)

(w)g:HxH—R

spliujici (S1) az (S3).
Ptiklad. Uvazujme prostor lg := {{z;}32,, z; € R; Y%, |x;|*> < oo}. Tento vekto-

rovy prostor je Hilberttv nebot (z,y)i, = > ooy ziy; je skalarni soucin. Ovérte!

Vidy lze v pre-Hilbertové prostoru definovat normu ||-||; : H — R{ predpisem

12 g = V(& D) nr-

Pak ||-||;; spliuje vzdy (N1) a (N2). Pokud se podaii ukazat platnost (N3), coz
obecné nelze, potom je ||| ;; norma na prostoru H. Rikame, Ze ||-||; je norma indu-
kovana skalarnim soucinem.

Normovany prostor. Je to vektorovy prostor X, na kterém existuje zobrazeni
I+1lx : X — R,
spliujici (N1) az (N3).
Ptiiklad. Uvaz pro I = (a,b) prostor
C(I)={f:1—RY f spojité},

ktery je ziejmé vektorovy prostor. Navic dim C(I) = oo, nebot z* € C(I) pro
k=0,1,...a ) 2 az" =0 pro Vo € I implikuje a; = 0 a tak 1,z,...,2",... jsou
linedrné nezavislé.
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Pfiklad. Bud
17ty may = 1w = max | £ ()]

Pak || || je norma a prostor C'(I) je normovany. Podobné necht

b
1l ey = |1 Fllmt = / 1 (@)] da.

Pak opét || f|lint je norma. Ovéite!

Metricky prostor. Bud M néjaka mnozina objektti takova, ze lze na M zavést metriku
0: M x M — R splitujici (M1) az (M3). Pak (M, ) nazveme metricky prostor.

Priklad. Prostor C(I) je metricky s metrikami

000 (f,9) = If = glloo
oime(f,9) = J7|f(x) — g(2)] da.

Je-li (X, |- ||x) normovany prostor, pak je i metricky s metrikou o(z,y) = ||z —y||x-

Definice. Ekvivalentnost norem
Necht X je normovany prostor s normami || - |1 a || - ||2. Rekneme, Ze tyto normy
jsou ekvivalentni, pokud existuji Ci,Cy > 0 tak, Ze

Vee X  Cillz|li < =2 < Coflz])s.

Priklad. Normy || f|lec @ || f|lint nejsou v C(I) ekvivalentni.
Definujme v R nésledujici zobrazeni pro p € (1, 00):

1
‘f’p = (Zfil ‘mi|p)pv p € <1a OO),
|Z]oc = maxi=12,.4lzi|, (p=00).

Pak |- |, jsou normy v R9(ovéFte homogenitu a nezdpornost, trojihelnikova nerov-
nost plyne z Minkovského nerovnosti, kterou za chvili dokazeme).
Vsimnéme si, jak vypadaji jednotkové koule v téchto normach.

lz[r =1

\\ ’x‘g =1

Obréazek 1: Jednotkové koule BY(0) pro p = 1,2,00 v R2.

|Z]oo = 1

Vsimnéte si také, ze | - |2 = |- |g (jen tato norma je generovana skaldrnim
sou¢inem). Normé |- |, se nékdy fikd supremova(maximova), zatimco |- |1 se nazyva
souctova.

Na zavér si ukazeme t¥i nerovnosti, které vedou k trojihelnikové nerovnosti pro |- |p,.
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Tvrzeni. (Youngova nerovnost)
Pro Va,b > 0, %4— é =1ap,qe (1,00) plati

a? b
ab < — + —.
p q

Diikaz.

1 1 P
In(ab) =Ina+Inb=—-Ina” + —Ind? <ln <a ),
p q p q

kde posledni nerovnost plyne z konkévnosti logaritmu.

Tvrzeni. (Holderova nerovnost)
Pro &, ij € R plati

(@, ) = 7 - g < [Z]pq,

coz je zobecnéni Schwarzovy nerovnosti.

Diikaz. Tvrzeni je snadné pokud Z = 0 nebo ¢ = 0. Jsou-li Z, 7 riizné od 0, pak

d d
EANI xz!” lyle 1 1
< <= i ==l
; Z 7 Z T p

@y |1y = p 2= 7l

|(Z,9)]
|21 9lq

’B

kde v druhé nerovnosti jsme uzili Youngovy nerovnosti.

Tvrzeni. (Minkowského nerovnost)
Pro VZ,7 € R? a p € (1,00)

|7+ lp < 7y + (91

Diikaz. Pro p =1 a p = 0o je elementarni, pro p = 2 jiz byla nerovnost dokazana,
predvedeme odlisny dikaz. Uzijeme Holderovu nerovnost na

|z + yil? = |z + vil |z + yi|p_1-
Tedy

1+ g5 = S0 o+ yilP = S0 i+ il |l + Pt <
< allw + wil P+ 0 il gl <
p—1

1 p—1 1
d d d d
< <Zi:1 ‘$i|p> ! (Zi:l |lz; + yi|p> "o+ (Zi:l |yi|p> ! (Zi:l |lz; + yi|p> "=
- - —p—1 —)| — —p—1
= |ZplZ + glp  + [FplT+ 9l =
S op—1 > -
=17+ (2l +[91p) -

Holderovu nerovnost jsme uzili v posledni nerovnosti.
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9.2 Topologie

Definice.
Bud € > 0, %) € R% Pak e-okolim bodu #j nazveme mnozinu

U.(Zo) = {# € R% |7 — To|oo < €}
Vsimnéte si, ze U-(Zy) je krychle o strané 2e. Také ¥y € U.(Zy) aprokazdé 0 < g1 < ¢

plati Ug, (fo) C Ue(f())

Definice.
Bud M C RY. Bod % € R? nazveme vnitini bod M, pokud Je > 0, U.(Zp) C M.

Definice. Oteviena mnoZina

Rekneme, ze M C RY je oteviena, pokud kazdy bod z M je vnitini.

Piiklad. Bud @b e R, ap < by, k=1,2,...,d. Pak
Q={TeR% ap <z <bp, k=1,2,...,d}

je oteviena v R?, nebot pro libovolné Zy € Q polozime

€ k:rlr,121,1.1..,d{|$0k akl, |bx — ok}

a pak U.(Zp) C Q.

Definice. Okoli bodu
Okolim bodu #y € R% rozumime libovolnou otevienou mnozinu obsahujici Zp.

Véta 9.3

Systém vsech otevienych mnozin v R? ma nasledujici vlastnosti:

(T1) 0,R? jsou oteviené mnoziny,

(T2) sjednoceni libovolného poétu otevienych mnozin je oteviend mnozina,

(T3) prunik konecného poctu otevienych mnozin je oteviena mnozina.

Diikaz.
(T1) Trivialni.

(T2) Bud G, oteviené mnoziny a Ty € J, Go. Pak existuje ag € {1,2,...} tak,
7e Ty € Gq,. Protoze G, je oteviend, existuje U.(Zy) C Go,. Pak ale také
Us(Zo) C U, Ga, coz jsme chtéli ukazat.

(T3) Bud 7y € N, Gi, G; oteviené. Pak &y € G; pro Vi = 1,2,...,m a existuji
g; > 0 tak, ze U, (Zp) C G;. Definujme

€= min ¢;.
i=1,2,...,m

Pak Ug(fo) C ﬂ;nll G;.
Pozor! (72, G; nemusi byt oteviend. Volme G; = {Z € R%|Z|,, < 1}, pak

N1 Gi = {0}
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Topologicky prostor
Bud X libovolnd mnoZina a na ni uvazujme systém 7 podmnozin X takovych, Ze

e ). X e,
e Jsouli G, € 7,pak |J,Ga €T,
e JsouliG;er,i=1,2, ...,m, pak (" G; € 7.
Pak 7 se nazyva topologie a (X, 7) je topologicky prostor.
Priklad.
e 7= {0, X} je trivialni topologie.
e 7 Z P(X), kde P(X) je poten¢ni mnozina, neboli systém vSech podmnozin X.
e v RY fekneme, Ze topologie 7 obsahuje ), R? a U.(Z), Ve > 0, VZ € R

Definice. Uzavifena mnozina
M C R? je uzaviena, pokud R%\ M je oteviena.

Protoze plati

muzeme zformulovat nasledujici vétu.

Véta 9.4 *
Systém vSech uzavienych podmnozin G;, i = 1,2, ... ma nasledujici vlastnosti:

(1) 0, R? jsou uzaviené mnoziny,
(2) zjednoceni | J"; G; je uzaviend mnozina,
(3) prinik N, G; je uzaviend mnozina.

Definice. Hranice, uzavér

Bud M C R% Bod # € RY nazveme hrani¢nim bodem M (bodem hranice M), jestlize
kazdé okoli mé neprazdny prinik jak s M tak s R?\ M. Mnozinu vSech hrani¢nich
bodti zna¢ime M (tzv. hranice M). Uzévérem nazyvame M, M = M U IM.

Tvrzeni. Bud M C R? libovolna, pak (M) = M.

Diikaz. Protoze dle definice (M) =MUOM = MUOMUOM a M = M UOM,
staci ukazat, ze OM C OM.
Je-li ¥ € OM, pak

(M1) YU@E) U@NM#A0 A U@ N (RY\ M) #0.
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Chceme ukazat, ze ¥ € OM, tj.
(M2) VU@ U@ NM#0 A U@E)N R\ M) £ 0.

Ziejmé z U(Z) N (RY\ M) # () plyne U(Z) N (RE\ M) # 0. Z U(F) N M # () plyne
existence § € U(Z) tak, ze bud ¢ € M nebo i € OM. Pokud § € M pak jsme hotovi,
nebot U(Z) N M # (. Je-li ¥ € M a také v U(Z), pak uréité existuje U(y) C U(Z)
tak, ze U(y) N M # (). Pak ale i U(Z) N M # {).

Véta 9.5
Bud M C R%. Pak M je nejmensi uzaviena mnozina v R? obsahujici M.
Diikaz.
e Ukézeme nejdiive, ze R?\ M je oteviena. Kdyby ne, tak existuje & € R?\ M

tak, Ze jakékoliv okoli U(Z) N M # ). Pak ¥ € OM C (M) = M a mame spor,
nebot # € R\ M i ¥ € M.

e Bud N oteviena obsahujici M. Chceme ukazat, ze M C N, neboli M C N
(nebot M je ¢asti N).
Kdyby existoval & € OM a & ¢ N, pak

YUZ) U@ NM#0 A U@ N R\ M) #£0,
ale pak také
YU@Z)  U@NN#Q A U@ NRI\N) #0,

coz je spor, nebof N je uzaviena, tedy R\ N je oteviena a existuje tedy okoli
U*(Z), které je ¢asti RY\ N(a U*(Z) NN # ().

Definice. Vnitrek
Bud M C R%. Mnozina vsech vnitinich bodi se nazjva vnitfek M a znaéi se MO,

Véta 9.6
Bud M c R% Pak (M%) = M° a MO je nejvétsi oteviend podmnozina M.

Diikaz.
e MY je oteviena dle definice vnitiku a oteviené mnoziny.

e Kdyby W byla jina oteviend podmnozina M, tak kazdy bod z W je vnitini a
patii tedy do M°, W c MP.

o (M9)? je nejvétsi oteviena podmnozina MO, ale M? je otevien4, tak musi platit
(MO)O — MO‘
Piiklad. Bud  racionélni ¢isla. Pak Q =R a Q° = 0.

Véta 9.7 (Hausdorfav oddélovaci axiom)
Bud 71,7 € Rd, T1 # ¥a. Pak existuji U(fl), U(fg) tak, ze U(fl) N U(fg) = 0.
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—

Diikaz. Polozme & = 1|7 — #1|o > 0 a U(%) = U(7;), i = 1,2. Kdyby existovalo
T € U.(Z1) N U (Z2), pak lehce odvodime spor

4e = ‘fg—fﬂoo = ’fz—f—i-f—fl‘oo < |fQ—f’m+‘f—f1‘m < 2e.
Dusledek . (Véty 9.7)
Pro V#, € R? je {Zy} uzaviena.
Diikaz. Bud & € R\ {Zo} libovolné, pak dle Véty 9.7 existuji U(Zo) a U(7) tak, ze
U(%o) NU(Z) = 0, tzn. U(F) C RY\ {&} a & je tedy vnitini bod R\ {}. Tedy
RZ\ {Zo} je oteviend a {Zy} je uzaviena.

Definice. Hromadny bod
Bud M c R% Bod # € R? je hromadnym bodem M, pokud YU (&) existuje
nekoneéné bodu z M patiicich do U(Z)).

Véta 9.8 (Charakterizace uzavienych mnozin)
M C R? je uzaviené pravé kdyz M obsahuje vSechny své hromadné body.

Diikaz.

= Necht M je uzaviend a existuje & ¢ M tak, ze libovolné U(F) obsahuje neko-
neéné bodt z M. Pak ihned mame spor, nebot # € R¢ \ M, coz je oteviend
mnozina. Existuje tedy okoli bodu #, které celé lezi v R? \ M, coz je spor s
definici hromadného bodu.

< Chceme ukazat, ze R?\ M je oteviena. Bud # € R%\ M libovolny. Protoze M
obsahuje vSechny hromadné body, existuje U (%) tak, ze U(Z¥) N M je nejvyse
kone¢né. Dle dusledku Véty 9.7 tedy U(Z) N M uzaviena. Neboli

R\ (U@ N M) = RN\U@)U R\ M)
je oteviena. Protoze U(Z) je oteviené okoli, tak
U@ n |RN\U@)U R M)] =U(@) N R\ M)

je oteviena a navic ¢asti R?\ M . Nagli jsme tedy okoli Z lezici celé v R?\ M.
Tedy R?\ M je oteviena.

9.3 Konvergence posloupnosti, aplnost a kompaktnost

Poznamka. Prestaneme pouzivat Sipek, budeme vSak dusledné psat odkud jed-
notlivé prvky jsou.
Konvergence posloupnosti lze definovat topologicky, metricky ¢i v normé.

Definice.
Bud (X,7) topologicky prostor. Rekneme, Ze {z,}>2; C X konverguje k x € X
praveé kdyz

VYU (z), Ing € N, Vn > ng, =, € U(z).
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Piseme z,, — =z v X.

Definice.
Bud (M, o) metricky prostor. Pak x,, — x v M pravé kdyz

Je >0, Ing € N, Vn > ng, o(x,,x) <e.

Je-li (M, o) metricky a =, — x v M, pak {x,} spliuje Bolzano-Cauchyovu pod-
minku

(®) Ve >0, dng €N, Yn,m > ng, o(zn,xm) < €.

Definice. Cauchyovska posloupnost
Rekneme, 7e {z,}°° ; je cauchyovska, pokud (C) plati.

Priklad. Uvazujme @ s metrikou o(x,y) = |y — z|. Pak (@, ¢) je metricky prostor.
Definujme {z,}72, C Q predpisem z, = (1+ %)n Pak {z,}22, je cauchyovskd v
Q@ nebot z, — ev Ra {x,}2°; C Q. Ale z,, nekonverguje v @, nebot e & Q.

Definice. Uplny, Banachtiv prostor
Rekmene, ze metricky prostor (M, g) je tplny, pokud kazd4 cauchyovska posloupnost
mé v M limitu. Normovany prostor M, ktery je iplny, se nazyva Banachtiv prostor.

Priklad 1. Prostor (R,o(z,y) = |y — x|) je tplny, neb B.-C. podminka je ekviva-
lentni s konvergenci posloupnosti(plyne z axiomu uplnosti).

oo

Priklad 2. Prostor (R,|y — z|x) je Uplny, nebot je-li {z™}2°; cauchyovska, pak
Ve > 0,|2" — 2| = max;—12. 4|z" — ™| < € pro n > ng,m > my. Pro tyto
n,m je |z — 2" < g, {28}°°, je tedy cauchyovskd v R a m4 limitu z¥. Pak
20 = (29,29, ... ,xg) je hledany prvek, ke kterému 2™ konverguje. Ovéite!

Priklad 3. Prostor spojitych funkci na intervalu (a,b) s maximovou normou

Omaz(f,9) = max, |f(z) — g(z)]

je uplny. Zékladem dikazu je zjisténi, Ze metrika o(f,g) je metrikou stejnomérné
konvergence. Zbytek je jiz snadny. Vskutku, mame-li {f,}°2; C C({(a,b)) cauchy-

ovskou v C({(a, b)), pak pro kazdé = € (a,b) je {fn(2)}5°, cauychyovskd v R a ma
tedy limitu, kterou oznacime f(z). Ale f,=f v (a,b) a f je tedy spojita.
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Obrazek 2: K ptikladu 4.

Priklad 4. Prostor

(C({a:B)), oimi(f. 9) /|f )| dz)

neni uplny. Uvazujme posloupnost funkei(viz. obr.2)
x2n

€ (0,2).

Posloupnost f,, je cauchyovska v uvazované integralni normé

/‘ml - ndx—AQ

pro n, m dostatecne velké. Zaroven vsak posloupnost f,, konverguje bodové k

1 1
1+a22m 1422

0 <1,
fl@y=4 3 z=1,
1 z2>1,

ktera neni spojité a tudiz nepatii do uvazovaného prostoru.

2
dxg/ ‘xQ”—x2m‘ dr <e,
0

11

Priklad 5. Prostor spojité diferencovatelnych funkci na intervalu (a, b) s metrikou

o(f,9) = max [f(z) —g(z)]

z€(a,b)

neni uplny. Uvazme posloupnost funkei f, € C1({(—1,1))

Jn(z) = "V n2gn(nt ),
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-1 0 1

Obrazek 3: K prikladu 5.

Ovéite si, ze fn(x) = |z|, ale |z| € C1({—1,1)), viz obr.3.
S metrikou

0lf.9) = max {|/() ~ 9(@)] + | (2) — g @]}
to vSak je uplny prostor.

Definice. Pokryti
Systém mnozin {U;};c, kde J je mnozina indexi, se nazyva pokryti M, pravé kdyz
pro kazdé r € M existuje ¢+ € J tak, ze x € U;. Jsou-li U; oteviené, mluvime o
otevieném pokryti.

Definice. Topologicka definice kompaktnosti
Mnozina K C R? je kompaktni, pokud z kazdého otevieného pokryti K lze vybrat
pokryti konecné.

Véta 9.9
Bud A C M, kde je (M, o) je metricky prostor. Pak nasledujici vyroky jsou ekviva-
lentni:

(1) Z kazdého otevieného pokryti lze vybrat pokryti konecné.
(2) Kazda posloupnost bodi z A obsahuje podposlounost konvergentni v A.

(3) (A, ) je tplny a A je totalné omezena(tj. Ve > 0 existuje koneéné pokryti A
e-koulemi).

Diikaz.
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e (1) = (2). Pfedpokladejme existenci {z,}7°; C A, kterd neobsahuje konver-
gentni podposloupnost. Pak Vy € A, 3r(y) tak, ze {z,}22; N B,(y) je konecna.
Potom UycaB;(y) je oteviené pokryti A a dle (1) existuje koneéné mnozin
B, (y;) tak, ze A C U B,(y;). Pak ale {z,} je kone¢n4, coz je spor.

(2

e (2) = (3). Dle (2) mé kazdéa cauchyovska posloupnost limitu v A, tedy (A, o)
je uplny. Kdyby existovalo £ > 0 tak, ze A by nebylo mozné pokryt koneénym
poctem e-kouli, pak

k
Vk €N, 3oy € A\ | Be(w).
=1

Nalezli jsme tedy {zj};2,, kterd nema konvergentni podposloupnost, coz je
spor s predpokladem (2).

e (3) = (1). Bud {U} oteviené pokryti A. Definujme
F = {B C M, B nelze pokryt kone¢né mnoha U, }.

Chceme ukéazat, ze A € F. Necht A € F. Dle pfedpokladu je A totalné ome-
zend. K € > 1 existuji tedy Bi(x;), i = 1,2,..., N tak, ze A C Ufil Bi(x).
Pak viak existuje ig € {1,2,..., N}, pro ktery C; = AN By(xy) € F(jinak
spor).

C1 je taky totélné omezend. K ¢ = % existuji B% (%), 1 =1,2,...,N; tak, ze
Cy C vazll B%(:ﬁl) a opét pro jisté ig € {1,2,..., N1} je Cy = C’lﬂB%(m}O) S
Induktivné dostaneme

Co=ADCi1DCyD---DC,D -+,

(xg—1). Tedy {x} je cauchyovskd, podle

kde Cy, = Ci_1 HB%(JZ]C), T € Bk11
(3) existuje xg € A tak, ze x — xo v A. Ale xy € U; pro jisté | a existuje k
dostatecné velké tak, ze Cy C U; pro Vk > kg, coz je spor nebot C, € A.

Uvédomme si nasledujici charakterizaci uzavienych mnozin.

Véta 9.10
A C R? je uzaviena pravé tehdy, kdyz Va,, € A, z, — = z € A.

Diikaz.
= A C R? uzaviena, z,, € A, 2, — z a x ¢ A. Pak 2 € R\ A, coZ je oteviena
mnozina. Existuje tedy U.(z) C R?\ A a méame spor, nebof x,, nemohou
konvergovat k x.
< Vyberme z € R?\ A libovolné. Kdyby U1 (z) N A # 0 pro kazdé n € N, pak

existuji z, € A tak, 7e z, — = v R% Pak ale z musi lezet v A, coZ je spor s
predpokladem.
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Véta 9.11 (charakterizace kompaktnich mnoZin v R?)
Mnozina K C R? je kompaktni pravé kdyz K je omezena a uzaviena.

Diikaz. Dle Véty 9.9 je K C R? kompaktni pravé kdyz (K, |z — y|so) je Gplny a
K je totalné omezena nebo K je uzaviend a omezend. Dle Véty 9.10 je uzavienost
ekvivalentni s tplnosti (K, |z — y|so). Zbyva ovéfit, ze v R? je totalni omezenost
ekvivalentni s omezenosti.

Je-li K totalné omezena, tj. K C |J;"; B:(z;), pak definujme

L:= max |z;|+e¢
iG=1.20d

a K C Bp(0), tedy K je omezené. Je-li K omezend, pak existuje L > 0 tak, ze
K C Br(0), coz je krychle o strané 2L. Uvazme k € N tak, ze k = [%] +1, a
pokryjeme ji koneénym poctem krychlicek o strané e.

Shrnuti

(1) R4 je s libovolnou normou |Z],, p € (1, 00) tplny prostor(tvrzeni jsme ukazali
pro |Z|oo, kterd je vSak s libovolnou normou |Z|, ekvivalentni).

(2) & — & v R? pravé kdyz 2 — x;, Vi = 1,2,...,d(rozmyslete).
(3) K C R? je kompaktni <> K je uzaviena a omezena.

(4) Kazda omezend posloupnost v R? obsahuje konvergentni podposloupnost.

Kompaktni mnoziny budou hrat v R? roli uzavienych intervaltt v R(napf. spojité
funkce na kompaktu nabyva svého maxima i minima).
Véta 9.11 neplati v prostorech nekonecné dimenze, tam plati jen implikace

A C (M, ) je kompaktni = A je omezend a uzaviena.
Jesté silneji, plati nasledujici Heine-Borelova véta
B1(0) = {x € M;o(x,0) <1} je v (M, o) kompaktni < dim M < oo.
Piiklad. Uvazujme prostory 7, p € (1,00) dané vztahy
= {o = {a}2; (2 lal?)? < oo},
0° = {z = {z;}°,; max;—1 2, . |z;| < c0}.

Jiz vime, ze (P jsou vektorové prostory. Ukazte, Ze P jsou normované prostory s
normou

oo z
[z[ler = (Z Ixi\p> zlloo = sup |zl
i=1 t=12,..

Nezapornost a homogenita jsou ziejmé. Trojihelnikovad nerovnost plyne z Min-
kowského nerovnosti

2+ yllp = limy oo D217 i + yifP <
. 1 1\P
< limnoe (S 2al?)? + (S )7 )" = (lailler + lyille)

Uvazujme {2"}7°, € (P definovanou z! = 0. Pak [[2" — 2™}, = 2, n # m a
vidime, Ze nelze vybrat z {z"}7° ; konvergentni podposloupnost. Také dim F = co.
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9.4 Limita, spojitost a derivace funkci vice proménnych

Bud f: M — R™, kde M C R,

Ptiklad.
f:McR?—R™

znamena
fl@)=(fi(z1, .. xq)y -y fm(@1, .y 2q)).

Je-li m = 1, mluvime o skalarni funkci.

Definice.
Kdy# fekneme, Ze f ma v zg € R? limitu A € R™, myslime tim jednu z nasledujicich
definic

(Ve > 0)(36 > 0)(|z — w0l o ga <0 = |f(2) — Al e <6),
(VU=(A))(FP5(x0)) (2 € Us(xo) = f(x) € U=(A)),
(VU(A))(FP(z0))(f (P(z0)) C U(A)).

Definice.
Rekneme, Ze f je v g € R? spojita pokud f(xg) = lim,_., f(z), neboli

(VU f(20))(3U (o) = f(U(z0)) C U(f(20)))-
Rozmyslete si, ze i v R? (a dokonce i v iplném metrickém prostoru) plati véty:
e 0 jednoznacnosti limity,
e o limité a spojitosti souctu, skalarniho soucinu, podilu skalarnich funkci,
e 0 spojitosti slozeného zobrazeni,
e 0 existenci okoli U(xp), na kterém je funkce omezend (pokud ma f v xg limitu).
e Heineho, lim,_.,, f(z) = A & Y{z,}, ©n — x0, limg_.z, = A.

Pro skalarni funkce jsme dokazali vétu o ekvivalenci existenci limity funkce s exis-
tenci a rovnosti limit zleva a zprava. Nésledujici ptiklad ukazuje, ze i kdyz limity po
vSech primkach existuji a rovnaji se, limita nemusi existovat.

Priklad 1. Bud f:R?\ {(0,0)} — R definovana piedpisem

:E%l'g

f(@) = f(a1,22) =

4 2°
r] + x5

Pak xo = kx1, kde k € R, jsou vSechny piimky vychazejici z pocatku.
Pokud se k pocatku blizime po téchto primkach, plati

k 3
f(w1, k1) = o1 = e — —0 pro z; —0.

I+ R g1+ )
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Piesto lim, o f(z) neexistuje. Volime-li x9 = kx? (jdeme k 0 po parabole), pak

4
lim  f(z) = lim kg

k
T o = im ——5 #0 vk € R\ {0).
r—0,z2=kz} 21—0 o + K22} xllgo 1+ k2 #0 pro \ {0}

Priklad 2. Bud f(z) = -3**2,. Ukazte, Ze limity po oséach existuji, ale lim,_,q f(z)

x%+x§ :
neexistuje.

Definice. Parcialni derivace, Jacobiho matice, divergence
Bud M C R¢ oteviena a 2° € M. Pro f : M — R definujme

91(5) = f(é,xg,...,x?l),
92(€) - f(xgvfa"'vxg)a

gd(g) = f(x(l)v"'ax?lflag)a
g (29-6,2940) >R

Predpoklddejme, Zze g; ma derivaci v x?, pak tuto derivaci nazveme parcialni derivaci

v <r af (z9)
funkce f ve sméru z;, znacime ~5— a
2

. — a:(29 0 0 _ 0
of (xo) — lim 9i(§) — gi(7) —  lim f(xlv"'afw"’fd f( ))
Ox; £—a? §—af E—a? §—u;
. « oy 1 Bf _ _ A of of
Jiné znaceni mize byt g.-(x0) = Oz, f(x0) = 9;f(20). Vektor (g (o), - - -, 7;-(20))

se nazyva gradient f v bodé zg, znadi se V f(xg).
Je-li f: M c RY — R™, zyg € M, pak matice derivaci

2] 2]
Tgf;i(a}O)) cee 7872(:”0)
am' . 8m'
Wn(20), ... G ()

A(f1y-erfm) (20).

(e, xq)

Je-li f:R% — R? pak Jakobian je étercova matice a jeji stopa se nazjva divergence
b J

f v bodé xg

se nazyva Jakobidn nebo Jakobiho matice a znaci se D f(xy) nebo

4 of

divf(zo) = 2 B

(zo) = Tr D f(zo).

Bud v = (v1,...,vq), |v| = 1, 2 € M C R? tak, 7e pro t > 0 je o + tv € R%
Derivaci f ve sméru v v bodé x¢, znacenou 9, f(x¢), pak nazveme

f(xo +tv) — f(zo)
t J
pokud tato limita existuje. Parcidlni derivace podle proménné z; je tedy derivace ve
sméru é;.
Induktivné 1ze definovat derivace vyssich ¥adu, napr.

02 f (o) _ Oh(zo)
0z;0x; ox; '

avf(xO) = %E%

Oh()
oxr;

kde h(z) =
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Piiklad 1. Bud f(z) = sin(z122) : R — R. Pak

Vf(z) = (x2cos(x1x2), x1 cos(x122)).
Ptriklad 2. Je-li f:R? — R linearni funkce, tj. f(z) = Z?Zl a;z;, pak Vf(x) =
(ai,...,a,) = a € R? je konstantni vektor.

Piiklad 3. Podobné je-li f:R% — R™ dano piedpisem

ail, , A1d T b]_
f@)=Aztb=| : .. |+
Amls - »Qmd Td bm
pak
(V)(z) = A.
Véta 9.12

Necht existuji parcialni derivace f, g : R* — R™ v bodé z° € R?, a € R. Pak existuji
parcilni derivace funkci f + g, af, fg v bodé z°.

Diikaz. Byl by zalozen na vétach pro funkce jedné redlné proménné.

Poznamka. Pozor! Z existence parcidlnich derivaci v bodé z° neplyne spojitost f
v 29 jak ukazuje nasledujici p¥iklad

| 1 jeliz=0neboy=0,
flay) = { 0 jinak.

Pak %g)) = %;O) =0, ale f neni spojita v 0.
Véta 9.13 (O derivovani sloZené funkce)

Bud M C R? oteviend a g : M — R™ spojité, majici v € M parcialni derivace.
Bud g(M) C N a f: N — R ma spojité parcidlni derivace v N. Pak funkce

(fog)(z) = f(g(z))

je v.M definovana a existuje parcidlni derivace f o g. Navic

V(fog)(z)=V[f(g9(z)) - Dg(z)
—_———— —— ——
d-vektor m-vektor mxd matice
neboli
9g1(x) 991 (x)
oxy e ' Oxyg
d(fo (fo _ (90f(g(z af(g(x . .
(B, .. o) = (gl o) |
o m (T 0, m (T

Je-li f: N — R3, pak

[D(f o 9)l(z) = [Df](9(x)) [Dyg] (2)-



18 KAPITOLA 9. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Diikaz. Bud e’ = (014,02, ..,0q4;) jednotkovy vektor. Chceme ukazat, ze pro i =
1,2,....dje

i 100 10) = F o)) _ §~ 0 (ola)) 091(2)

h—04 h Yk Ox;

Avsak

Hglothe )= F(o@) _

_ [lor(z+he’) ga(zthe),...gm(zt+he’) = f(g1(2),92(2) o gm () _

R
_ flg1(z+he’),ga(z+hed),.. 7gm(1‘+he})L) f(91(I)792(x+hei)7---,gm(w+hei))+
+f(91(w)792(9&+he’),---,9m(w+h62) f(gl(w)792($),---79m(x+h6i))+

+ F(91(®),,9m—1(2),gm (z+he?))— f (g1 (2),92(2),....gm (%))
T )

Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté dale upravime posledni vyrazy na tvar

DL (g (2 + 01he), ga(x + he), ..., g (x + het)) L =012) 4

—1—88—;;(%(:15)7 go(x + O2hel), ..., gm(x + hei))—gz(ﬁhi)_gﬂm)—%

+ 2L (gu(z + hel), . gm-1(2), gm (@ + Opphe?)) RN —0m(2)

Lh—04
(@) 258 o 2L (g(a) 2,

nebot diky spojitosti g

limp—o gi(w + Ohe’) = gi(),

limy, o1 gi(z + het) = gi(x),

+he’ 2]
limp, 0+ —gl(m 2l —agi(x)

Vyuzivali jsme rovnéz vétu o spojitosti slozeného zobrazeni.

Véta 9.14
Bud M C RY oteviend a f : M — R nechf ma spojité prvni parcialni derivace v M.
Pak pro Vx € M plati

O f(x) =V f(x) v (=(Vf(z),0))

Diikaz. Vime, ze (v = (v1,...,vq), |[v|z = 1)

V9.13 0f(x)
V;
=0 ox;

0,1(0) = | g o+ vt — (Vi(x).0).
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Pozorovani 3. Ze Schwarzovy nerovnosti vime, ze

—|Vf(@)lp < (VI(@),v) < IVf@)|glvl, = V(@)

Navic rovnost plati je-li v+ = + va{g‘)E. Tedy derivace ve sméru nabyva nejvétsiho

ristu ve sméru v a nejvétsiho poklesu ve sméru v~. Nyni se vratime k otdzce
zémeény poradi parcidlnich derivaci. Nasledujici ptiklad ukazuje, ze tomu tak obecné
neni.

Piiklad 1. Bud
0 fa1] < faaf,

T2  |T1] > |72].

F(z1,22) = {

Z2
(zy=0

F(x) = z129

I

Obrazek 4: K prikladu 1.

Spocitejme g—;(o,xg) a %(O,xl) pro xo # 0 # 1.

Maéme g—i(o,xg) = 0, nebot F je pro kazdé zo # 0 nulova na okoli (—d,9), kde §
zavisi na xa(viz. obr.4). Naopak %(0,561) = z1. Odtud vidime, ze
0*F O*F
——(0,00=0+#£1= 0,0).
O0x90x1 ( ) 7& 0x1072 ( )
Nasledujici véta dava postacujici podminky, kdy lze zaménovat potradi derivovani
bez probléma.

Véta 9.15
Nechf je M C R? oteviené a nechf ma f : M — R spojité druhé parcialni derivace.
Pak pro kazdé x € M plati

0% f 0% f

axiﬁxj v = 8$J81‘Z

(x) Vi,j=1,2,....d.

Dukaz. Ozna¢me w(x) = A?f(a:) = w Plati

APANf(z) = Al w(z) = w _

_ flathe'+hel)—f(a+he’)— f(at+hed)+f(z)
= it :
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Tento vyraz vSak ziskdme i z A?A?f(m),
h Ah _ Ah AR
AFAG f(z) = AJA] f(z) Vo e M.

Staci tak ukazat

%%AQA?f(:c) = 6225%- () YzeM, i,j=1,...,d.
Protoze Lo of |
A?f(x):E i 6)7]'( +tel) dt
) h i I of i j
Ajf(ﬂs—khe)zﬁ ; a—%( + he' 4+ te?) dt,

vidime, Ze
hi o i i 0, j
APA)f(2) = 37 Jo (55 (x + te) + he') = §L(a + ted)] dt =
LVOSH 1 rhy 04 (04 yei 4 ghei)] dt —

h JO [Bziaazj
h 82 . . 82 82

Protoze %6];]‘ je spojita v M, tak (0 <t < |hl)

. Of j i >f
po [axiaxj (z + e’ + Ohe’) - axiaxj] =0

Potom (Ve > 0)(3ho > 0) takové, zZe pro |h| < hg

0% f

_ <eg
8951-8%-

— )

AFAL f(2)

coz jsme chteli dokézat.

9.5 Totalni diferencial a Tayloruv rozvoj

Casto potiebujeme vyjadiit rozdil f(y) — f(x) pomoci derivace. K tomu lze s tispé-
chem vyuzit véty o stfedni hodnoté. Pro funkce vice proménnych mame vice variant.

e A7 na jednu proménnou ostatni ponechdme a pohybujeme se jen ve sméru
jedné osy(tuto metodu jsme vyuzili v dikazu Véty 9.13)

kde & lezi mezi (xl, ey Lj—1, T4y L1y - - ,:Ud) a (wl, ey Li—15Yis Tig41y - - - ,xd).
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(®1,92) &1 (Y1, v2)
&t
(w1, 22) (y1,2)

Nevyhodou této konstrukce je d riznych bodu &y, ..., &;,.

e Nalezneme bod £ na pfimce spojujici body (x1,x2) a (y1,y2). Presnéji v na-
sledujici vété.

Véta 9.16

Bud M C R? oteviend a f € CY(M) = {h: M — R; 38~ h € C(M)}. Bud
x,y € M takové, ze {z; z =tx + (1 —t)y, t € (0,1)} C M. Pak existuje 6 € (0,1)
tak, ze

fly)=fx)+Vix+0y—2) (y—z).

Dikaz. Definujme g(t) = f(x + t(y — x)). Pak g je spojitd na (0,1) a ¢ existuje
na (0,1). Navic g(1) — g(0) = f(y) — f(x). Tak podle Lagrangeovy véty o stfedni
hodnoté méame pro 6 € (0,1)

g9(1) = g(0) = ¢'(6)(1 — 0) = ().

Avsak
of
8{Ei

9(0) = 5 (x+0(y — 2))(yi — ),
coz jsme méli dokazat.

Definice. Souvisla mnozina
Rekneme, ze M C R? je souvisla, jestlize pro kazdé z,y € M existuji body z* € M,
i=1,2,...,N tak, ze 2! =z, 2V =y a tsecky

(2, 27 = {ta' + (1 — )21t € (0,1)} € M,

proi=1,2,...,N —1.
Disledek . (Véty 9.16) Bud M C R? oteviend a souvisla. Necht

Vf(x) =0 pro Vx € M.

Pak
f=cC.
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Dikaz. Plyne z definice souvislosti (a otevienosti) M a ze skuteénosti, ze f(y) =
f(29), kde 2° € M je pevny, a y € M libovolné.

Véta 9.17
Bud M C R? oteviend, body z,2° € M takovy, ze tsecka (z,x°) lezi v M. Bud
f € CY(M), respektive f € C1(M)™. Pak

f(@) = f(°) = V(o) - (v — %)

‘95—330|E

0

W .= —0 proz — 2% x #a°,

respektive

— — —

f(@) = f(«°) = D f (o) (z — xo)‘E = U(‘x —eTO}E) pro z — °,

kde D f(xo) je Jacobiho matice (m x d) a D f(xz)(x — 2°) je m vektor.
Dikaz. Jen pro m = 1. Uzijeme-li Vétu 9.16 vidime, Ze pro jisté 6 € (0, 1) plati

(Vf(a® +0(x —2%) = Vf(2?)) - (z — aP)
|z — 2%

W =

xr — 1:0
= (Vf(2° 4+ 0(z — 2°)) = V f(z?)) - o =20,
Odtud

(W[ < |V +0(x —2°) = V)|,

Diky spojitosti Vf vidime, ze W — 0 pro & — 2° — 0, coz jsme chtéli dokazat.
Definice. Totalni diferencial

Rekneme, Ze linearni zobrazeni L : R? — R™ je totalni diferencial funkce f : M —
R™ v bodé 20 jestlize plati

|f(z) - f(@®) = L(z — ‘To)}E,Rm =o(|lz - ‘rO’E,Rd)'
Véta 9.17 ukazuje, ze totalni diferencial existuje, pokud jsou splnény dvé podminky
(o) existuji prvni parcidlni derivace na U (z?)
(8) a jsou spojité v z°.
Pokud («), (8) plati, pak
L=Vfa% - (z—2° resp. Df(z°) - (z— ).

Pozor, k existenci diferencidlu nestaéi spojitost f v 2° a existence parcialnich derivaci
v 29 jak ukazuje nasledujici p¥iklad.

Piiklad. Bud f: R?> — R definovino vztahem
1 $1>0, 113‘2>0, To > X1,

flx)=4q z2 21 >0, 21 >0, 1 > 22,
0 jinak.
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Ziejmé je f € C(R?), £(0,0) = 0 a také

of of
-——(0,0) = =—(0,0) = 0.
0.0 = 52 0.0)
Tedy L = (0,0) je kandidat na totalni diferencial. Avsak
f(x17$2) - f(()y()) - L(.CI} - (Oa 0)) _ f(x1>$2) xo=w1 L1 i

7 —

= = = 0,
Vi + z3 N V222 \/57é

a tak f nema v (0,0) diferenciél.
Uvedme si jesté alesporni jeden resp. dva alternativni zapisy totalniho diferencialu

i 1@ ) = (2% = L(a0)h
heR, [h|—0 hlg

=0 VheR?\{0}.

Obvykle se zavadi znaceni
L()h = df(=°)(h) = df (@®)h.

Véta 9.18
Necht f:R? — R™ mé v z° totélni diferenciil.Pak
(1) Existuji vSechny 1. parcialni derivace f, tj. existuji g{; (z0) a plati

_of;

Lij ox;
j

(x0) neboli df (xo)(h) = V f(zo) - h.

(2) V bodé 2V existuji derivace ve viech smérech a plati
0uf(a%) = df(a")v = Vf@?) - v.
(3) f je v 2° spojita.
Diikaz.
(2) Mame

f(® +tv) — f(20)

Ouf(z°) = lim

t—0 t
_ oy JE ) = (@) = df @) () [t df(20)(tv)
== 11m — +

i) it]] 0] t t
= 04df(z%)w,

diky linearité diferencidlu a |v|, = 1.

(1) Existence gg]:; (2°) plyne z dokézaného volbou v = ei, j = 1,...,d, coz také
implikuje
0f (2°)
(%:j '

df (@)l =
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(3) Plati

lim (F (2041 f(29)) = lim L&) = F@0) = df@)h

0 _
lim lim o ||+ df (2°)h = 0.

Poznamka 1. Nyni jiz vime, Ze pokud totalni diferencidl f v bodé 20 existuje,
pak musi byt nutné tvaru
ofi

axj (33‘0)

Ukézali jsme si, Ze na spojitost v bodé nestaci existence parcidlnich derivaci v bodé,
ale staci existence diferencialu.

Lij =

Poznamka 2. Bud f : R?> — R nulovi aZ na polokruznici, kde je f = 1‘. Pak
9, f(0,0) =0Vv € R% |v]; =1, ale df(0,0) neexistuje, nebot L(h1ha) nekonverguje

h3+hZ
k nule. Jsou-li (h; —1)2 + h2 =1, pak (hy > 0)

1 2

1
f=1 — 400 pro h; — 0F.
VE2+1—h2 —1+2m
Poznadmka 3. Funkce f : R — R definovana f(z) = |z| nemé v 0 diferencil, i

kdyz je f spojita. Kandidatem by mohlo byt jakékoli a € (—1,1). Avsak

|| =0—-ah [ h>0:1—a#0 kroméa=1,
|h| | h<0:14a#0 kroméa=—1.

V R pojmy existence f’(zg) a df(zo) splyvaji.

Poznéamka 4. Geometricks interpretace diferencidlu pro f : M Cc R? — R

_ 0f(2?) 0f (=°)

Af ()@ —a") = V() - (= 2%) = S5 = ) + 25w - ),

coz je rovina v R3. Pro 20 = (29, 29) uvazujme mnozinu vsech téch x = (1, x2, r3)
takovych, ze
0
0f(z”)
8$1

9f ()
81‘2

—(z3 — 29) + (z1 —29) + (z2 — 29) =0,

fikdme ji te¢néd nadrovina. Je to mnozina vSech x = (z1, z9, x3) tak, Ze

9f oy OF

0
~1) =
8$1 &z )7 axQ (:'E )7 ) 07

(2 —2%) - (

tj. mnozina vSech téch boda kolmych na (%(mo), 8‘%(:60), —1) tzn. tento vektor je
ve sméru normaly k rovine dané diferencidlem.

Véta 9.20 (Tayloruv vzorec)

Bud M C R? oteviena, x € M, h € RY tak, ze {x +th; t € (0,1)} ¢ M. Bud
f:M —R, feCNTYM). Pak existuje 6 € (0, 1) tak, ze

flx+h)=f(x) + Vf(:c)~h+%h-v2f(1:)h+
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———=——F—hihjh
3' Z 8:L' 6xJ6xk Bt

d N
.7417 Cin=1 Ly .’L'ZN

Lot Zd: 8N+1f(x+9h)h' N
(N + 1) Diy - Oy, 17N

i1, iN41=1

neboli(nasleduji definice diferencidla vyssich radt)

Fe+h) = f@)+df@)h+ %d@)f(a:)(h B+ =d® F(@)(hyhyB) + ...+

3!
i N _+ 4N+l
+ N!d f(x)(h,...,h)+ (N—i—l)d f(z+06h) (h,...,h),
N-krat (N+1)—krat
kde
d® f(x) (h, ..., h)
~——
K-krat

je K-linedrni zobrazeni.

Diikaz. Polozme F(t) = f(x + th), pak podle véty o stfedni hodnoté plati

N pl) (N+1)
F(1)~ F(0) = f(z+h) — fl@) = o) F (9)

— N! (N+1)°
ale . (@)
0" f(x
FE#)],— = ———h; ... h
()|t_0 8301»1 81‘Zk ! k2

coz dava tvrzeni.

9.6 Spojité zobrazeni na kompaktu, extrémy funkci

V nésledujicich tfech tvrzenich budeme zkoumat vlastnosti spojitjch funkei na kom-
paktni mnoziné K C RY. Tvrzeni viak platiipro K, ktera jsou podmnozinou tiplného
metrického prostoru.

Véta 9.21

Bud f € C(K), K C R? kompaktni. Pak L = f(K) je kompaktni mnozina.
Specialné f(K) je omezena mnozina.

(Analog véty ze ZS - obraz intervalu pfi spojitém zobrazeni je interval).

Diikaz. Vyuzijeme nasledujici charakterizaci kompaktnosti

V{y" o Hyp bne: € {y" ol a Jy € f(K) tak, Ze y; — y pro k — oo.
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Bud tedy {y"}>2, C f(K) libovolné. Pak existuje 2" € K tak, ze f(z") = y".
Ale K C R? je kompakt a podle charakterizace kompaktnosti existuje {27}, C
{zk}32, ax € K tak, ze ,, — x pro k — oo.

Ze spojitosti(a jeji Heineho ekvivalentni formulace) pak plyne

yi = flag) — f(x) € F(K),

coz je naSe tvrzeni.
Pred dalsim tvrzenim si zkuste napsat definici stejnosmérné spojitosti f : M — N,
a to v pripadé, ze

(i) M cRYa M CR™,

(ii) M je podmnozina tplného metrického prostoru (X, px a N je podmnozina
uplného metrického prostoru (Y, py); px a py jsou metriky v X resp. v Y.

Véta 9.22
Bud f € C(K), K C R% kompakt. Pak f je stejnomérné spojita v K.

Diikaz. Zkuste nejdfive sami. Schéma je podobné jako pro funkce jedné proménné.
Podrobné pro nesamostatné. Vyjdéme z definice stejnomérné spojitosti

fEK :(Ve>0)(30>0): |z —ylpge <= [f(2) = fY)lpre <&

neboli
px(z,y) <d=py(f(z), f(y) <e,

a tvrzeni dokazme sporem. Pfedpokladejme tedy, ze

Q (12" "l < ) A (£ = £ pa > <o)

Protoze K je kompakt, existuji {z}'} C {2"} a {yp} C {y"} a z,y € K tak, ze
x) — = ayy — y. Podle prvni ¢asti (x) vSak x = y, a tak ze spojitosti f plyne

fxg) = f(2), flyr) — f(2),

neboli f(z}) — f(yp) — 0, coz je spor s druhou ¢asti (x).

Nasledujici véta je prvni vétou zarucujici existenci minimizéru (maximizéru) tj.
bodu, ve kterém funkce nabyva svého minima (maxima). Dikaz véty je blizky dtikazu
zékladni véty moderni teorie varia¢niho poctu.

Véta 9.23
Bud f € C(K), f:RY - R, K Cc R? kompakt. Pak f nabjvd v K minima a
maxima.

Dikaz. Bud m = inf,cx f(z). Z véty 9.21 vime, ze m > —oo. Pak existuje z,, €
K tak, ze f(x,) \, m. Protoze K je kompakt, existuje vybrand podposloupnost
{Zn 172, C{an}i, az € K tak, ze x,, — x pro k — oo.

Ze spojitosti (Heine)
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tedy nutné
m = f(x), z € K.

Tvrzeni o minimu je dokéno. Sami si dokazte tvrzeni o maximu.

Nadaéle uvazujeme f : R? — R. Pojem globalni (lokalni) minimum (maximum, ex-
trém) je definovan stejné jako pro funkci jedné redlné proménné. Uvedeme si nutnou
a postacujici podminku existence (lokalniho) minima (maxima).

Piipomen

e K C R? kompakt < K je uzaviena a omezena.

e K je uzaviend = K = K°U 0K, kde K° je vnitfek.

Véta 9.24 (Nutna podminka pro existenci extrému)
Necht

e M C R? oteviena
o f: M — R?mav zg€ M lokdlni minimum (maximum)
e fmé v Us(xg) C M prvni parcidlni derivace.

Pak
Vf(wo) = 0.

Diikaz. Pro i = 1,2,...,d uvazuj funkce ¢*(t) : (—5,9) — R definované
g'(t) = f(zo +te").

Pak ¢° maji v z¢ extrém a podle véty z 1.semestru plati (¢*)'(0) = 0. AvSak

, 0 ; 0
()0 = 5o + 1) im0 = 57 (a0),
coz déva tvrzeni.

Véta 9.25 (Postacujici podminka k existenci extrému)
Necht

o € C?(Us(x))-

o Vf(xg)=0.
o VheRY, d2f(a:0)(h,h){ >0
<0
Pak f m4 v bodé o lokalni { R
maximum

Diikaz. Tayloruv rozvoj (s vyuzitim druhé podminky) a h =z — xg

F(x) = (o) + 5 df(wo+01))(h, ), 6 € (0,1)
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prepiSeme

F@) = Fwo)+ 5 @ f (o) (b, )+ 5 [ @f(wo +0h) — 2 (xo)] () =

2 2 T
— flao) + % A2 f (o) (h, ) + % (£ng (20 + Oh) — %;g;j) (hi, ;).

Na mnozine {h € R%; |h| = 1} nabyva df(zo)(h,h) minima

m = |I;|1iri d?f(zo)(h,h) > 0,

a tedy Vh € R? .
d? f (w0)(h, h) > m|h|*.

Ze spojitosti druhych derivaci vSsak mame

0*f & f (o)
”il;pd O0x;0x; (w0 +60h) - 0z;0z;

<

%, Vi@ |z — x| =|h| < 9§

A tak z pfedchoziho mame

F(@) 2 fao) +mle —aof* = F o — a0 > [(0), Ve € Us(ao).

Pozndmka. Bud d = 2. Pak tfeti podminka ve Vété 9.25 pro minimum je ekviva-
lentni s

o2f 2f
(*) (h1, hs) - ( 3‘52 (70, Y0) a;gay(woayo) ) _ < h1 > S0

o
gy (T0:90) 5.4 (%0, 90) ha

Oznad o o o
92 (20, Y0), 696811(900,90), ¢ By (20, Y0)
Pak (%) je ekvivalentni s

Ah? 4 2Bhihg +Ch3 >0, V(hi,hg) # (0,0).

Pro hy # 0 je A+2B(}2) + C(}2)* > 0 neboli A >0 a B> —4AC < 0. Pro hy # 0
C > 0 a B? — 4AC < 0(pro maximum podobné A < 0(C < 0) a B2 — 4AC < 0.
Rekneme, Ze zp je sedlovy bod funkce f € C?(Us(xo)) pokud

o Vf(xg)=0.
e dhy,hy € R4 tak, ze d2f($0)(h1,h1) >0a d2f(.1‘0)(h2, hg) > 0.

V d = 2 se tak stane, pokud B% — 4AC > 0.
Pokud d?f(xq)(h,h) =0, Yh € RY nelze nic ¥ici, jak ukazuji piiklady

f(z,y) =2z*+y*, minimum v (0,0),
f(z,y) = —2*—y* maximum v (0,0),
f(z,y) =zt —y*, sedlovy bod v (0,0).
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Priklad 1. Naleznéte extrémy funkce

x
fla,y) = 2T Dy = {(z.y),y # 0}.
Reseni. Nutna podminka extrému dava

1 2
Vf(a:,y):(?—ky,m—y—f):0@y:—1/\$:0, £(0,—1) = 0.

Druhy diferencial

0 !
d2 €L, - y:c ’
f(z,y) (_y23+1 %4 )

=(1,1)
(-1,1) ~

nebo jesté jinak B? —4AC =1 > 0, tedy v (0, 1) jsme zjistili sedlovy bod.
2

22
Priklad 2. Funkce f(z,y) = —zye” 3 ma 5 podezrelych bodi. Spocitejte!

Piiklad 3. Najdéte globalni extrémy funkce na mnozine M

fay)=z—y, M ={(z,y); y <1, a* +y* <5}.
Resenid. Je f € C(M), M kompakt Va2l f nabyva maxima i minima na M.

e Na vnititku M je Vz,y € R?: Vf(x,y) = (1,—1) # (0,0), uvniti M se extrém
nenachdazi.

e Hranice M
OM =T, U{(~2,1)} U{(2,1)} UT},
kde

Fl = {(xuy)7 HAES (_272)7y = 1}7
Iy = {(z,y); 2°+y* =5, y<1, z=rcosp, y=rsinp}.

NaT'j zavedme y =1, z =t, t € (—2,2), f(x,y) = g(t) =t — 1. Kdyby byl
nékde extrém, pak ¢'(t) = 0 ale je ¢’(t) = 1, extrém by mohl byt uz jen v
krajnich bodech intervalu, ¢(2) =1, g(—2) = —3.

Na Ty bud f(x,y) = h(t) = V/5(cost — sint), t € (— arcsin( ))-
Hledame body, kde h/(t) = 0, zkuste dopodcitat sami.

), arcsin(

Sl
L

Jind metoda - Lagrangeova(vazanych extrém), pro tlohy najit maximum funkce na
mnoziné dané vazbou

A={z €R% g(x) =0}
V nagem piikladé by bylo f(z,y) =z — v, g(z,y) = 2% + y> — 5.
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Véta 9.26 (Lagrangeova o multiplikatorech, resp. o vazanych extrémech)
Necht

e f,g€ CY(M), M CR? oteviend, d > 2,

e A= {ze M; g(x)=0} (vazebni podminka),

e 29 € M: f(z) =minzea f(2) (nebo f(z0) = maxzca f(2))
* Vy(z) # 0.

Pak 3\ € R? tak, ze Vf(20) = AVg(20).

Diikaz. Dnes jen pro d = 2.

V okoli zy = (xg,yo) si parametrizujme body na vazbé x(t),y(t), t € (=9,9), § >0
tak, ze (x(0),y(0)) = (zo, yo)(existence parametrizace plyne ze ¢tvrtého predpokladu
Vy(z,y) #0).

Derivace vazebni funkce g dava

specialné pro ¢t = 0 mame

Vg(zo,y0) - (2'(0),4'(0)) = 0.

Avsak (x0,v0) je bod min(max) funkce f. Tedy f(z(t),y(t)) ma v t = 0 extrém, coz
implikuje

0= %f(x(t)vy(t))\tzo = Vf(zo,90) - (¢(0),'(0))

Porovnanim poslednich dvou vztahii vidime, ze vektory V f(xo, y0) a Vg(xo, yo) jsou
rovnobézné, co byl nas cil.
Dokonceni prikladu pred vétou - rovnice

of _,99 9f _ 99 _

implikuji 1 = 2 \z, —1 =2\y, 22 +y> =5, tj. z12 = :l:\/g a yig = :F\/g.
Na kruhovém oblouku lezf jen bod (Y12, —Y19) Poroynanim funkéich hodnot v pode-
zielych bodech zjistime odpovéd na nas ikol: f(@ —@) =10 >3, f(2,1) = 1,

f(=2,1) = —3. Tedy f nabyva globalniho minima v bodé (—2,1) a globalniho ma-

xima v bodé (@, —@).

9.7 O ctyrech hlubsich vétach

(1) Banachova véta o pevném bodé

(2) Véta o implicitnich funkcich

(3) Véta o inverznim zobrazeni

(4) Lagrangeova véta o vazanych extrémech
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9.7.1 Banachova véta o pevném bodé

Ptipometime si, ze X je Banachtv prostor, je-li linearni(vektorovy) s normou |||y
vzhledem k niz je uplny (kazdé cauchyovskd posloupnost ma limitu v tomto pro-
storu).

Definice. Pevny bod
Bud X mnozina. Rekneme, ze T : X — X mé pevny bod v X pokud existuje zg € X
tak, ze T'zg = xg.

Véta 9.27 Banachova véta o pevném bodé
Bud (X, ||| y) Banachtv prostor a necht 7" : X — X je kontraktivni zobrazeni
(kontrakce), tzn. existuje 6 € (0,1) tak, ze

1Tz —Tylx <Oz —ylx, Vr,yeX.
Pak T' ma pevny bod.

Poznédmka. Véta plati i v uplném metrickém prostoru (X, p). Tvrzeni prefor-
mulujte! Az si prectete dikaz Véty 9.27 v uplném normovaném (tedy Banachové)
prostoru, zkuste si dokazat i variantu v iplném metrickém prostoru. Kde se vyuzije
predpoklad aplnosti?

Dikaz. Spojitost plyne okamzité z (K).
Jednoznacnost - necht x; # x9 jsou dva pevné body. Pak z (K) plyne
21 — 22|l x = [To1 — Taally < Oflxr — a2l x = (1 —0) [lz1 —22f x <0,
tedy =1 = 9.
Existence - volme x1 € X libovolné a definujme
T =Txp_1, n>2.

Ukézeme, ze {xy, }22 je cauchyovska (spliiuje B.-C. podminku). Protoze X je tGplny,
existuje xg € X tak, Ze

Ty — 29 vV X.
Protoze T je spojité zobrazeni, tak z Heineho definice spojitosti plyne T'xz,, — T'xg.
Ale Txy, = xpy1 — xo v X. Diki jednoznacnosti limity tak z predchozich dvou
vztahu plyne

Txo = wo,

coz jsme méli ukézat.
Zbyvé ovérit, ze {x,} je cauchyovska. Predné

[Znt1 = @nllx = [[T2n — Top-a|lx < Olln — zn-allx < 0" [|z2 — 21 x,

aodtud Vn,m e N, m >n

Hl‘n - meX = ||xn —Tp-1t+Tp-1—Tp—2+ ...+ Tmy1 — l'mHX
< on —zn-allx + o+ [Tmtr — zmllx
< "z — w4 0" o —ml

= 0" 0 |z — 2y -

¢ast konv. geom. fady
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Z Bolzano-Cauchyovo podminky pro konvergenci rad tedy
(Ve > 0)(3np € N)(¥Ym,n)(0"F +...+60m1 <¢).

Tak ||z, — zm|x <ellza — 21| x a {zn}2, je cauchyovska.
Banachovu vétu pouzijeme k diikazu véty o existenci a jednoznacnosti feseni systému

ODR(V 8.2 - Picard & Lindeloef)

y/ = f(tvy)7
y(to) = o,

za predpokladu Lipschitze(silnéjsiho nez je tfeba k existenci)

AL >0: |f(t,y") = f(t.v?)| < Lly' — 9|, VteUalto), Vy',y* € Ua(yo)

Diikaz. (Véty 8.2) Piipometime si, ze y : (to — 6,t0 + 0) — R? je feSenim systému
ODR, kdyZ y(t) = yo + [y, f(s,(s))ds.
Definujme

X5 = (C({to — 6,20 +)); llyll,, = et sup » ly(@)|),
€(to—0,to0

kde § > 0 libovolné. Vime, ze X je Banachtuv(ovéite !).
Definujme U : X5 — X predpisem
t
Uy®) =yo+ [ f(s,y(s))ds.

to

Ukazeme, Zze U je kontrakce. Plati

U ) -U@@)| =

t F(s,y"(s))ds — t f(s,9%(s))ds

< t |F(s,57(8)) = f(s5,5%(s))| ds

Lipschitz

< L/t [y (5) — 2(s)]| ds

t
< L  max ’yl(s) —y2(s)‘/ ds
t€<t0—5,t0+(5> to

< Lélly' =7y,

tedy HU(yl(t)) — U(yQ(t))HX(S < L5Hy1 —y2HX5. Volbou § = 7 dostdvadme kon-
trakci. Banachova véta uz ted implikuje dokazované tvrzeni.
Véta o existenci plati i za slabsich predpoklad® na f

1. zobrazeni y — f(t,y) je spojité pro skoro vSechna t.

2. zobrazeni t — f(t,y) je méfitelné pro vSechna y.
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coz jsou tzv. Caratheodoryho podminky.

Pojmy skoro vsude a méritelnost si trochu ozfejmime v kapitole o Lebesgueové in-
tegralu.

Nakonec si uvedeme jesté jednu variantu Banachovy véty o pevném bodé, kterou
vyuzijeme v nasledujici sekci implicitnich funkci.

Véta 9.28
Bud T : Br(0) — R™ spojité, Br(0) C R™. Necht pro kazdé ¢ € (0,1) existuje
0 > 0 tak, ze Bs(0) C Bgr(0) a plati

(@) T(y) = T(2)| < qly — x|, Vy,z € Br(0),
(8) T(0)] < 0(1 - q).
Pak existuje prave jedno yg € %(uzévér) tak, ze Tyg = yo.
Diikaz.
e Volme ¢ € (0,1) libovolné. Necht («) a () plati. Definujme
2% =0, 2" =T"(0) = T(z"1).

Pak

2 =) < Y |THO) - TI0) < 3¢ [T(0) — 0] <
7=0 1=0

Tedy {2"}>°, C Bs(0).
e Podobné jako v dikazu Banachovy véty ukazte, ze {2"} je cauchyovska.

e Limita " je hledany pevny bod. Ovérte!

9.7.2 Véta o implicitnich funkcich

Véta o implicitnich funkcich se zabyva rovnici tvaru

(1) F(z,y) = 0.

Ukolem je rozhodnout, zda tato rovnice uréuje y jako funkci z. Pokud to lze, pak
y = f(x) pro néjakou funkci f. Rikame, Ze f je definovdna implicitné (1).

Piiklad 1. Bud F(z,y) = 2? + y? — 1. Pak (1) uréuje body kruznice. Obecné
nelze napsat body kruZnice 'globaln&’ jako funkci. Ale lokalné je to moZné aZ na 2
vyjimky.
Yy
F(z,y) =

X
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Horni polokruznice méa rovnici ¥y = +/1 — 22, dolni polokruznice y = —+v/1 — 22.
V okoli bodti (1,0) a (—1,0 se nam vsak nedaif vyjadfit y jako funkci z. Cim jsou
tyto body vyznacéné? V téchto bodech %—F =0.

Zakladni tlohu zobecnime pokud (1) chapeme ve tvaru

(2) F(Z,7) =0,

kde

—

F:(Fla"'aF’m)7 g:(ylu"'vym)7 f:($17...,$k)7

a ptame se, zda lze (2) lokdlné chéapat tak, ze ¥ = §(Z), kde § = (g1,.-.,9m)-
Prepisme si (2) po slozkach

Fl(xl,...,xk,yl,...,ym) = 0,
Fg(xl,...,xk,yl,...,ym) = 0,

Fm(xla-"amk’aylv"'aym) = 0’

tj. m-rovnic o (m+ k)-neznamych, z kterych chceme m-slozek vyjadfit pomoci ostat-
nich.

Méme m-rovnic o (m + k)-nezndmych x1,..., 2k, y1, ..., Ym. Mohu alesponi v okoli
néjakého bodu a = (ai,...,ak, k11, ..., ax+y) takového, ze F(d@) = 0 vyjadrit m-
soutradnic, feknéme v, ..., ¥, jako funkce ostatnich proménnych z1,...,z;7

Posunutim souradného systému do bodu a@ vidime, Ze stac¢i uvazovat jen pripad
a=0.

Specialnim, ale velmi dilezitym pfipadem je znamy problém z linedrni algebry -
hledame-li feseni soustavy rovnic

m
(3) dagy =z & Aj=1,
ij=1

kde a;j,x; jsou dana cisla. Pak vime, ze FeSeni (3) existuje a je jediné pravé tehdy,
kdyz
det A # 0.

Vsimnéme si, ze (3) lze psat ve tvaru (2), kde
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Pozorujme dale, ze

Tedy Jacobiho matice zobrazeni F(Z,-) : R™ — R™, Vz € R™ se shoduje s A.
Z linearni algebry vime, ze (3) ma FeSeni (¢ lze psat jako funkci &) pokud

det <8E>m #0.

Yi/ij=1

V obecné vété bude hrat nenulovy determinant Jacobiho matice vyznacénou roli,
nebot pak funkci 1ze lokalné aproximovat linedrni funkei (tj. diferencidlem) a koefi-
cienty tohoto linearniho zobrazeni jsou pravé prvky Jacobiho matice.

Véta 9.29 O implicitnich funkcich

Bud F = (Fi,...,F,) : UxV — R™ kde U C R¥, V C R™ jsou oteviené,
Fe CHUx V).

Necht 2p € U a yj € V tak, ze

. ﬁ(x‘b,y‘é) =0.
m
det [(LF) o, U ] 0.
® € 8yj (‘/I"O yo) Z,j:1 #
Pak existuje Uy C U, xg € Uy a pravé jedna g : Ug — V tak, ze
o G CY(Up).

o F(Z,§(z)), VZ € Uy.

Poznamka. Pokud posledni rovnost plati, 1ze jiz derivovat podle x;, i = 1,2,...,k

a explicitng spocitat 248 j — 1,2, m, i=1,2,... k Je-lim = k = 1, pak z

rovnosti F(z,g(x)) =0 pllyne

OF (x, g(x)) +0F(w,g(w)) )

5 oy Y (z) =0,
neboli
o (2, 9(x))
* "Ng) = —Qz 22377
(*) fo) =~

Obvykle se g(x) oznacuje y(z).

Diikaz. Transformaci soufadného systému lze uvazovat (zp,40) = (0,0). Protoze

(gi?) (0,0) mé nenulovy determinant, existuje inverzni matice, ozna¢me ji I'(0,0).

Pro kazdé ¥ € U definujeme Tz : V — R™

Ukazeme, ze Ty spliiuje pfedpoklady véty 9.28.
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Tz — Tf?j2|E,Rm - ‘?71 - r©,0)- { @3 - F( 372)” -
=|0(0,0)- |F(z,¢") — F(z,¢") - gyF:(O 0)- (' 52)] ‘ =
Fagrange | 10, 0)|) o gj(ﬂﬂ*) gﬁ(o 0)] | |pm <

< CBZ (Z,7") - gF

Supremovou normou matice ||I'(0,0)||,, rozumime jeji maximalni prvek - po-
drobnéji viz ucebnice LA). Ze spojitosti %,

(VZ € U) (Ve > 0) (36 > 0) (Vi', i € U) : | Tei* — Toi?| , < Ce |7 — | -

Specialné pro € = % dostéavame (s g < 1), ze Tz je kontrakce.

T5(0)] = 00, 0) |« | F(7, 0)| = IT(0,0) |l |F(7,0) — F(0,0)| < Cla] < &
Tak pro € =4(1 — q), 30, Va € Uy je
IT2(0)] < (1 = g).

Tak pro kazdé & € Uy(0) splituje Tz predpoklady véty 9.28, tj. VZ € Uy(0),
J! i € Vs tak, ze

Tj=4 neboli  F(Z §z)) =0.

Hladkost ¢ plyne z hladkosti F , vyuzijeme-li stejnou argumentaci jako ve vété
o derivovani slozené funkce. Tim je dikaz hotov.
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X=(X4,Xg,... Xg)

X=(X{ X0 Xo) 1(tX)

9.7.3 Véta o inverznim zobrazeni

V mechanice kontinua se zkoumaji deformace téles. Bud B € R? umisténi télesa v
case t = 0. Téleso deformujeme a deformaci zachytime zobrazenim

X(t, ) : B — Bt.
Ozna¢me T = X(t, X ). Pfedpokladame, ze pti deformaci nedochézi k trhlindm, rozdé-
leni télesa a Ze je vzajemné jednoznac¢né korespondence mezi Xa Z, neboli zobrazeni
X je mozné invertovat.
Pfi popisu se standartné v mechanice kontinua soucasné souradnice #(Eulertv po-
pis) nebo ptvodni souradnice X (Lagrangetuv popis). Chceme, aby popisy byli ekvi-

valentni - aby se dobré vlastnosti neztraceli.

Definice. Regularni zobrazeni
Bud x : R — R% a M c R? Rekneme, Ze y je reguldrni zobrazeni v M pokud

e M je oteviend.
o x € CY(M).
e det [Dx(z)] #0, Vz € M.
Véta 9.30 o inverznim zobrazeni
Bud x : R — R? regularni a prosté v M C R? Oznaéme N = x(M). Pak y ! :
N — R%je
(1) regularni.
(2) prosté.

(3) det (Dx(X)) det (Dx " (x(X))) = 1

Diikaz.

(1): Existence x ! plyne z toho, Ze x zobrazuje M na N prosté, navic je evidentni,
7e x~ ! je prosté.
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(2): Regularnost x ! plyne z véty o implicitni funkci. Jiz vime, ze rovnice y = x(y)
je ekvivalentni s F(z,y) = 0, kde F(z,y) = x(x) — y, coz je ekvivalentni s
v = x"1(y). Je-li yo € N, pak existuje xo € M tak, Ze

f(z0) = yo & F(xo,y0) =0 < 20 = x""(0)

a podle véty o implicitni funkci existuje oteviené okoli, kde relace F'(x,y) = 0
plati a z = x " !(y). Tedy N je oteviena. Navic, véta 9.29 implikuje

X € CH(M) = F e C*(M x N) = x~t € CK(N).

(3): Protoze x ! (x(X)) = X, véta o derivovani slozené funkci dava
Dx ™! (x (X)) Dx (X) =1d,

coz implikuje
det [Dx ™! (x (X))] det [Dx (X)] = 1.
Odtud protoze x je regularni det [Dx (X)] # 0 plyne

det [Dx " (x (X))] #0.

Dukaz véty je tak hotov.
Nevime-li (¢i neni-li) x globalné prosté, pak plati nasledujici véta.

Véta 9.31 *

Bud x € C1(U(xo)) a det Dy(zq) # 0. Pak

(1) existuje U'(z9) : x je prosté v U'(zg) C U(xo).

(2) x(U'(x0)) je oteviena.

(3) x 7' € Ot (x (U'(20)))-

(4)
)

4) plati V 9.30 (3) v U’ ().

X
X

(5) je-li x € C*(U(x0)), pak x~' € C* (x(U'(wo)))-

Ptriklad. Polarni soufadnice(x = rcosp, y = rsing) predstavuji zobrazeni z
R2 = {(r,p);r > 0,9 € R} na R?\ {0,0} s

cos ¢ sin

det Dx(r, ) = —rsing rcosy

=r>0
X € C*(RY).

Nicméné x neni globalné prosté, nebot x(ro,v0) = x(70,po + 2km). Uvédomte si
rozdil oproti f : R — R takové, ze f'(z) # 0, Va € R.



